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INFORME

PROGRAMACION DE LA TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER
DE BASE 4 Y 8 PARA PROCESAMIENTO EN TIEMPO REAL

Por César La Hoz

0. EXTRACTO

Se informa sobre la implementacidn de la transformada
Rapida de Fourier para su aplicacibén en el estimado de fun-
ciones de densidad espectral de ecos ionosféricos en tiempo
real.Se hace una descripcibn del algoritmo bdsicomostr&n
dose gue la eficiencia de la TRF es proporcional por lo me-
nos a Nlong en lugar de N2. Se describen los criterios
que conducen a una estructura 6ptima del programa, estable-
ciéndose las relaciones que dan el nimero de operaciones
exactas en el cldlculo de la TRF de base arbitraria. Se in-
forma que el programa de base 8 admite un ancho de banda en
tiempo real de 6 kHz, & el procesamiento espectral de 15 al
turas de ecps ionosféricos con ur periodo entre-pulsos de

2.5 mseg.



1. INTRODUCCION,

Siendo la Transformada Ripida de Fourier (1) un algoritmo sumamen
te eficiente en evaluar la Transformada Discreta de Fourier (2,3) se
ha hallado la conveniencia de su uso para el cilculo de funciones de
densidad espectral en programas de tiempo real que procesan ecos io—
nosféricos dbtenidos en las instalaciones del Radio Cbservatorio de
Jicamarca.

Esta comnicacifn informa scbre la implementacién
de dos programas optimizados de la TRF, uno con iteraciones de base
4, y otro de base 8, codificados en lenguaje ensamblador para la com

putadora Datacraft de Jicamarca.

2. EL ALGORTTMO RASICO.

La TRF es conveniente para registros cuya longitud N es un nimero
altamente campuesto, N = IIr; = ry Loeesl o El tiempo de oomputacibn
es proporcional a N(rl+r2+...+rm) , camparado con N2 para el caso de
la evaluacifén convencional.,

La situacién mds conveniente es cuando las ry son

todas icuales, esto es, N = rm, y el tiempo de célculo es entonces

proporcional a Nlong = Nm, Fste es el caso que consieraremos.

Existen dos formas canfinicas de la TRF, la versibn

original de Cooley-Tukey (1), y la Sande-Tukey (4). En el presente



informe desarrollaremos la versibn S-T. Convenientemente abordadas

ambas conducen a programas iéualmente eficientes. Sin embargo, reci
entemente se ha visto que la forma C-T puede ser mAs eficiente para
datos entrelazados camo los que se chtienen con un radar de alcance

como el de Jicamarca. Este punto serl discutido en un prSximo infor-

me.,

Consieraremos la evaluacifn de la TDF compleja

N-1 ik
X(j) = A(k)wN j=0,1,2,..,N"’1 k=0'1'2'|.'N—1
k=0

donde WN———e.xp(Z i/N}, i es la unidad imaginaria, vy W, la enésima ra-
1z de la unidad.

Pongamos Nzrm, entonces podemos escribir

s m-1 =2 . .
s AR TR E Ll I

- m-1 2
j—km_lr + km_zrm_ +e0et klr +k0

dorﬁe j.l-n_ll'j.l“_zl'O"'jolkn‘_lkn‘_zyuoa’ko = 0,1,...,]:‘-1

lo-cual equivale a hacer un mapeo biunivoco entre j y k y los conjun

tos ( resssdg) ¥ G 4K o0eee/K,y) respectivamente.
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La derivacién posterior (ver Apéndice I) conduce a

un conjunto de m ecuaciones recursivas de la forma

Ap(jO'jl' o 'jp-l'km-p-l' ve lk0)=

. : ik
Bom123pr317 0 g pr Ky pr e 1K) WP-1ep ()
mp

1 mp~-1 - _
_wélp_lrp_ (km_p_lr +...+k0) = 1,..,m A=A



La Gltima recursibn nos da
XOpe1eIpezr oo eIg) = BpGgedqree i)
1o cual significa que el resultado, después de m iteraciones, se ha
1lla en el arreglo A, en orden de 'r-bits' invertidos.

La recursifn (1) la interpretamos como desarrollos
de Fourier de r puntos (la expresifn entre corchetes), multiplicados
por un factor de rotacién WINl Estas dos operaciones son conocidas ©0
mo las mariposas o nficleos de la TRF. Nétese que en cada iteracibn ,
cada mariposa emplea ¥ puntos una sola vez para evaluar otros tantos
nuevos. EFsto significa que el cilculo puede hacerse in situ con el
empleo de a los mds r direcciones temporales de memoria. NStese tam—
bien cue si r=2,4,8 se logran importantes ahorros en la evaluacibn de
cada transformada de r puntos, y la finica operacifn campleja (4 mul-
tiplicaciones reales vy 2 sumas) serfa la multiplicacién por el factor
de rotacidn. Mis adelante se darén los resultados acerca del conteo

de operaciones complejas.

3 .CONSIDERACIONES GENERALES EN PROCRAMAR LA TRF.

El esfuerzo del presente trabajo estf encaminado a la obtencién de
un algoritmo 1o mis veloz posible en la evaluacién de estimados espec
trales., Este planteamiento determina los criterios que deben seguir -
cse en la programacién. Por ejemplo se ha considerado aceptable mejo -
rar el tiempo a costa de un incremento en el uso de memoria. Asf mis

mo toda la aritmética se realiza con punto fijo.



Los principales prdblemas asociados con la codifi-
cacién del programa se relacionan con el direccionamiento de los da-
tos, y con la generacidn de los exponentes del factor de rotacidn,

Existen tres lazos principales, el mis exterior cu
enta el nfmero de recursiones y se realiza m veces. En el lazo inter
medio se calculan los exponentes del factor de rotacidn. En el 1lazo
mis interior se realiza la aritmética de mariposas que consiste en
el calculo de N/r transformadas de r puntos en cada iteracién, v la
multiplicacién por el factor de rotacifn, Cada etapa se divide en
grupos, de tal manera que cada grupo requiere del mismo factor de ro
tacidn.

Se han eliminadec en forma especial las multiplica-
ciones por wg = 1, No se realizan cilculos de las funciones trigono-
métricas, y mis bien se las cbtiene de una tabla minima llenada pre-
viamente.

El esquema descrito corresponde a la estructura
ptima del algoritmo desde el punto de vista de la programacifén, con

miras a minimizar el tiempo de célculo.

4, MARTPOSAS DE BASE 4 Y 8,

Los bloques elementales de la TRF lo constituyen las llamadas ma-—
ripogsas de base r que consisten en transformadas de r puntos, més

una miltiplicacién por el factor de rotacidn. En los casos de £=2A



la aritmética consiste s€lo de sumas y restas, y para el caso de r=8
de sumas, restas y cuatro multiplicaciones reales debido al factor de
Wg = exp(i/4) = 1/ 2(1+i). Estas mariposas conducen a mejoras consi-
derables por el ahorro de multiplicaciones, que es la operacifn mas
lenta. Singleton (5,6) ha informado que estas mejoras son del orden
de 25% y 33% para bases de 4 y 8 respectivamente, en cawparacién a
la base 2.
El desarrollo de una mariposa de base 4 es

(g + %) + Gry + %)) W,°

el
==
"

By = (kg + %)) = () + %)) Wa2
Ay = (kg - %) Hilx, - xy) Wil
Ay = (b5 = %) ~iley = %)) Wy
El orden de operaciones corresponde a un minimo en

la aritmética, que es de 4 sumas, 4 restas y tres multiplicaciones

camplejas.,
Siguiendo el mismo lineamiento anterior, la maripo

sa de base 8 es

By = (teghey) + b)) + [lephg) + Gege)y ) W

4
By = (Lixghe,) + (xy4x.)) {(Ge4xg) + (xy+x)1 ) w‘é‘
By = ({lxgtxg) = Gepbxe)) + (lxxg) = (xg4x,))1) Wao

416
Be = (Trgtxy) = (4% = {lxg¥xg) ~ (xgho)}i) Wy



Ay = (Lorgey) + Geyxg)id o+ (Geymxg) + Geyme) Wig)wg™
5

A, = (}(xo-x4) + (%)= Xc)1} - {(xl-xs) + (x3—x7) }Wé)wsu

Ay = ({0xg) = Gmxg) i)+ {0%g) = (xgx)) i)W, ™

. 7
= ({(x0 x,) = (kyx )i} = Lg=Xg) = (xg37x,)} 1W§]W8u

g

Este esquema corresponde a 10 sumas y 10 restas
camplejas, cuatro multiplicaciones reales, y siete multiplicaciones
complejas. El orden de las operaciones corresponde también a una se

cuencia optima para el célculo.,

5. CONTANDO OPERACIONES DE UNA TRF DE BASE ARBITRARTA

Suponemos como antes que N=r",

- N{mero de iteraciones:

NLl =m
- Nimero de célculos de factor de rotaciédn:
M, = (1) + @D (D)
= r—}-f(N-l)—m
-~ Nfmero de mariposas (i operaciones camplejas:
NLy = 1(rm—1-1)+r A —1)+r2 AN -3 ~1)+ ... +rmm2 (r-1)

fTr%ﬂ'” {({m(r-1)-r rm—r]

Nemero de multiplicaciones por W° = 1:

N
14r+rl=... + 0L

]

NLyy

Zr (1)



Estos resultados corresponden a cada uno de los la
zos de los programas que se han implementado. Asi NL, viene a ser el
ntmero de veces que se repite el lazo exterior.

Se ha verificado que el programa desarrolladoe de
base 8 es 50% mis eficiente que un programa de base 2, ambos codifi-
cados con los mismos criterios.

6. PERFORMANCE DE [OS PROGRAMAS DESARROLLAIOS PARA N = 64 4° = 8°,

-El programa de base 4 FFT4.

Con las relaciones del ac8pite anterior se ha calculado exactamen
te que este programa tarda 9.668 mseg. en hallar la transformada de
64 puntos camplejos, Ocupa 231 direcciones de memoria, sin contar la
tabla de funciones trigonométricas. Esta ltima ocupa 63 palabras adi
cionales.

-El programa de base 8 FFT8.

Este programa tarda 8.031 mseg, y ocupa 474 palabras de memoria,
mds 63 palabras para la tabla trigonométrica. Camparado con un progra
ma descrito por Greerwald, el nuestro es casi tres veces mds répido,
y comparado con el de M. Ierkic para la misma computadora y oon ite
raciones de base 2, es dos veces mds ripido.

El ancho de banda de tiempo real de FFT8 aplicado a la evalua -
cidn de funciones de densidad espectral con integracién en doble pre

cisibn entera es aproximadamente de 6kHz, lo cuil implica que se po-



drian procesar aproximadamente 15 alturas de ecos icnosféricos con

un periodo entre-pulsos (IPP) de 2.5 mseg, & 400 Hz.

7. RECETAS DE USO.
CALL FFT4 (X,CST,IX,N) o)
CALL FFT8(X,CST,IX,N}
donde X es un arreglo entero-complejo que va a ser transformado.
La parte real e imaginaria ocupa posiciones consecuti-
vas. El resultado es devuelto en el mismo arreglo en or
den de 'r-bits' (r=4,8) invertidos.
CST es una tabla de cosenos—senos intercalados campatible
" con el valor de N, que ha sido llenagda previamente. Esta
tabla debe ser en punto fijo.
IX es un apuntador que cuando es positivo se efectfia sinte-
sis de Fourier; cuando es negativo se efectfia andlisis
de Fourier.

N Dimensifn de arreglo X.
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APENDICE I

Suponganos que N = £, y consideramos la evaluacién

de la Transformada Discreta de Fourier compleja

N-1 ik
X(3) = ] (AW §=0,1,2,.. ,N-1 k=0,1,2,.. ,N-1
k=0
donde W, = exp(2 i/N), la enésima raiz principal de la unidad.

m _
Pongamos N = r , entonces podemos escribir

i -1 . m=2 , .

3=Jm-]_r + Jm_zr +...t jlr + 3o (2)

_ -1 2

k~khrlr + knr2r oot klr + kO (3)
donde jrn_lfjn.l_zriuuuljorkm_l,kn_t_zpo-.,ko = 0'1,._.'4_1 (3)

lo que equivale a hacer un mapeo biunivoco entre j y k ¥y
los conjuntos (jm_l,jm_z,....,jo) y (km_l,km_z,...,ko)reg
pectivamente.

Poniendo (2) y (3) en (1)

x (jm-l'jm-2""j0) =2 2 (K] 2 A(km—l' 2"'! )‘QN (4)

%wi

Notamos que:

ik Jak . ml -2 ,
WN - WN0 WN(Jm_lr +jnr291 +..Hj1r)k
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Sustituyendo en (4}

otk r‘“ oo otky)

X(eeaee) = ) Atk _qrK_oreeiKg )wN
ko Ky Koo (M1
(jm_lrm_l+ vee 340K (5)
N
: -1
) . jo(km_l.‘r.ln +...+k0)
Si poremos  A; (Ggrky oKy 3reeerKg)= *Zim_ Aleees o)Wy
-1

Sustituyendo en (5)

=1

X(evend)= ) R oA (30' e ..,k )W‘jnrlr +...+jlr)k
k0 k1 km-2
Notemos que:
m-1 . m-1 .2
(jnhl +...+31r)k-“91rk (jm_lr tootjor Yk
Ay N
wilr(km-zgn-2+__,+k0) w(jm_lrm'1+...+j2r2)k

1IN
debido a que WN para 1 cualquier entero.

Podemos entonces hacer:

nr2

r(k s +,..1K

)
. . 0
Py Ugrdgrkpeare e« Ko a2y GoKpeg s e oo )WN

entonces:

(3, Im—1+...+j2r2)k
X(.-o--)zz 2 ---oz E Az(:lorjlr ]_n__3f .k )qu .
Kok Kpes K3
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Continuando en forma similar llegamos a un conjunto de ecua

ciones resursivas:

%(jO'jl' s ljp_llkrn_p_lj'- . .k0)=}zﬂ“— Ap"‘l (jofjl' . -Jp_z'kln_p, LN 'ko)
1%

gue finalmente nos da:

X eIt o=+ 1300 P g3 g ree e 13

lo gque significa que el resultado, después de m iteraciones,

se halla en el arreglo Am en orden de "r-bits" invertidos.

En (6) podemos separar dos partes:

i Pl M P L k)
Wgyd. m-p mp-1 0’ _
. mp . 1 1
Wi] 1rp']1<m_pr ij—lrp_ (km_p_lrm' oaatkg)
N
. . m-p-1
___ij_lkm_p Jp_l(km_p_lr +oootky)
r iy
Sust. .en (6)
. . o 3 14 -
AP(JO'J]_"“'Jp_,lfkl.n_p_lf'.'lko)— z Ap_l(:]of:]llnQ-l]p_zlkxn_p'l.l’korwrp—' Jln-p
P
. 1
(k TP tkg) peli2,.m

%rlér n-p-1*
. hqu AOEA
Esta Gltima relacidn la interpretamos como desarrollos de Fou-

rier de r puntos (la expresibn entre cohetes), multiplicados

por un factor de rotacidn Wé.
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Si los deserrolles de Fourier no contienen
multiplicacicnes complejas efectivas (r=2,4), en cada itera
. - m=-1 , .
cidn se hacen rlir ) MC. En m iteraciones se harin

mr® = Nlong multiplicacicones.
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Si los deserrcllcs de Fourier no contienen
multiplicacicnes complejas efectivas (r=2,4), en cada itera
. - m-1 , . -
cidn se hacen r{r } MC. En m iteraciones se haran

mr™” = Nlong multiplicaciones.
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